78 6. Liczby pierwsze - ciagg dalszy

Wiéréd innych prob znalezienia wzoru na liczby pierwsze warto przypo-
mnie¢ probe Fermata, ktory wprowadzit liczby, ktore definiuje sie tak:

DEFINICIA
Niech n € NU {0}, liczbe F,, = 2% + 1 nazywamy n-ta liczba Fermata.

Fermat zauwazyl, ze liczby Fy, Fi, Fy, Fs, Fy sa pierwsze i postawil hipo-
teze, ze wszystkie liczby F), sa pierwsze. Dos¢ szybko Euler pokazal, ze Fj nie
jest liczba pierwsza, dzieli sie przez 641.

Spoéjrzmy na rozktady kanoniczne liczb F),, dlan < 8 :
fermat[n_] := 2%(2"n)+1
Table[{n, Factorinteger[fermat[n]]}, {n, 0, 8}]

{0, ({38, T} {1, {{& 1} {2, {{17, 1}}}, {3, {{257, 1}}}, {4, {{65537, 1}}},

(5, {{641, 1}, {6700417, 1}}}, {6, {{274177, 1}, {67280421310721, 1}}},

{7, {{59649589127497217, 1}, {5704689200685129054721, 1}}},

(8, {{1238926361552897, 1},
{93461639715357977769163558199606896584051237541638188580280321,1}}}}

Table[{n, PrimeQ[fermat[n]]}, {n, 0, 15}]

{{0, True}, {1, True}, {2, True}, {3, True}, {4, True}, {5, False}, {6, False}, {7, False},
{8, False}, {9, False}, {10, False}, {11, False}, {12, False}, {13, False}, {14, False},
{15, False}}

Drugi sposob, za pomoca wbudowanej funkcji PrimeQ, jest efektywniejszy. Za-
lecam ostrozno$é¢ przy zajmowaniu sie liczbami Fermata, juz dla nieduzych
wykladnikéw to ogromne liczby.

Zajmiemy sie teraz wzorem Sierpinskiego na n-ta z kolei liczbe pierwsza.
Ten wzor ma postac:

niech py, pa, ... bedzie ciggiem kolejnych liczb pierwszych; wowczas
a= 3 pal0 = p, = [10"a] — 10" [10°""a].
n=1

Powyzszy wzor, mimo bezsprzecznej urody, jest zupelnie nieprzydatny. Aby
mozna bylo z niego skorzystac, nalezaloby zna¢ wszystkie kolejne liczby pierw-
sze. Do wykazania poprawnosci wzoru Sierpinskiego skorzystamy z oszacowa-
nia n-tej z kolei liczby pierwszej, p, < 22" . Szczegoly dowodu tej nieréwnosci
mozna znalezé¢ w [ETL2] (s. 47). Z tego oszacowania wynika, ze szereg defi-
niujacy a jest zbiezny. Mamy wtedy a = 0,02030. .. oraz

[102"a] — 102" [102"’14 —2030...p, — 107" -2030. ..yt = po.
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Kolejny wzor pojawil si¢ w artykule Regimbala??, ktéry udowodnil, ze

po= 3 [=]m.

m=2
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Wzor (x) wyglada do$é koszmarnie, sprébujemy go teraz uzasadnié, przy
czym bedziemy korzystaé¢ z pewnego faktu, ktérego pelne wyjasnienie pojawi
sie w nastepnym podrozdziale, a mianowicie takiego, ze jesli p,, jest k-ta z kolei
liczba pierwsza, to p, < 2F. Aby uzasadnié¢ powyzszy wzor, sprawdzmy, jaka
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warto$é¢ ma suma

dla m > 1.

reg1[m_] := Sum[Floor[Floor[m/i]/(m/i)], {i, 1, m=1}]

Table[{m, Floor[1/reg1[m]]}, {m, 2, 20}]

(2,1}, {3, 1}, {4, 0}, {5, 1}, {6, 0}, {7, 1}, {8, 0}, {9, 0}, {10, 0}, {11, 1}, {12, O},
{13, 1}, {14, 0}, {15, 0}, {16, 0}, {17, 1}, {18, 0}, {19, 1}, {20, 0}}

Oznacza to, ze dla m > 1

m-1 1, jeSlim € P,
VEEO] =10
i=1 LL? v 0, jesli m ¢ P.
Tak rzeczywiscie jest, gdyz wyrazenie H%] / (%)] ma warto$é¢ 1, gdy ¢ jest
dzielnikiem m, albo 0, gdy ¢ nie jest dzielnikiem m. Natomiast suma
m n—1 n n
2 [1/2 [H/(Z)H
n=2 i=1
to nic innego niz ilo$¢ liczb pierwszych mniejszych badz réwnych m. Poniewaz
w najbardziej zewnetrznej sumie wzoru (*) wystepuje tylko jeden niezerowy
skladnik dla m = p,, wiec rzeczywiscie otrzymaliSmy wzor na k-ta z kolei
liczbe pierwsza.
Spojrzmy teraz na Mathematica-implementacje:
regimbal[k_] := Sum([Floor[1/(1+Abs[k—-Floor[1/reg1[m]]*Sum[Floor[1/reg1[n]]
{n, 2, m}NI*m, {m, 2, 2*k}]
Timing[Table[regimbal[i], {i, 1, 8}]]1 {11.0137,{2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19}}
Timing[regimbal[10]]  {635.829,29}

22 Regimbal S., An explicit formula for the kth prime number, Mathematics Magazine 48,
230-232 (1975).



